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摘摘摘要要要 稀疏优化模型是目前最优化领域中非常热门的研究前沿课题，在压缩感知、图像处

理、机器学习、统计建模等领域都获得了成功的应用。本文将以光谱分析技术、数字信号处

理、推荐系统等多个应用问题为例，阐述稀疏优化模型的建模过程与核心思想。稀疏优化模

型属于组合优化模型，非常难以求解(NP-难)。正则化方法是稀疏优化模型的一类常用的求
解方法。我们将介绍正则化方法的原理与几类常见的正则化模型，并阐述正则化模型的稳定

性理论与多种先进算法。数值实验表明这些算法都具有快速、高效、稳健等显著优点。稀疏

正则化模型将在大数据时代中发挥更显著的计算优势与应用价值。
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法

1 引引引言言言

最优化理论和方法是应用数学的一个重要分支，为诸多科学和应用问题提供了统一的建

模框架和研究方法，相关研究成果在工农业生产、经济管理、金融投资、交通运输、通信控

制、图像处理、生命科学等领域已获得广泛应用。

稀疏优化模型是最优化领域中非常热门的研究课题，它旨在寻找一个欠定线性系统的稀

疏解，即只有极少数的分量不为零。稀疏优化模型最早是由美国科学院院士David Donoho等
人[9]于1998年提出来的，它的本质思想是结合解的稀疏性结构来构建数学模型，克服欠
定线性反问题的不适定性，进而提升模型的稳定性和准确性。特别地，在2005 年，数学
家Emmanuel Candès与陶哲轩[7]给出了稀疏优化模型/压缩感知的数学理论，证明了在已知
信号的稀疏性的情况下，稀疏优化模型能够利用极少数的采样数(显著优于奈奎斯特采样
定理)来重建原信号。此文奠定了稀疏优化模型的理论根基。在过去的十年中，稀疏优化
模型吸引了学术界与业界的大量关注，并且在很多领域都取得了成功的应用，诸如压缩感

知[9, 12]、图像科学[3, 14]、机器学习[1, 18]、统计建模[15, 28]、基因组学数据分析[24, 31]。
本文将简单介绍稀疏优化模型的建模思想与求解疏优化模型的正则化方法。在第二节，

我们将以光谱分析技术、数字信号处理应用问题为例，阐述稀疏优化模型的建模过程与原
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理。正则化方法是稀疏优化模型的一类常用的求解方法，其主旨思想是用可解的正则化模型

来逼近稀疏优化模型，进而提供可行的数值解法。在第三节中，我们将介绍正则化方法的原

理与几类常见的正则化模型。在第四节中，我们将阐述正则化模型的稳定性理论，给出其逼

近稀疏优化模型的量化估计，从而建立正则化方法的可靠性。在第五节中，我们将介绍稀疏

优化模型/正则化模型的两类流行的先进算法：贪婪算法与一阶迭代算法，并且运用这些算法

进行了光谱分析模拟实验以及算法稳定性比较，实验结果显示这些稀疏优化算法都具有良好

的实际应用效果、计算效率和鲁棒性能。最后，我们对全文做出简要的总结。

2 稀稀稀疏疏疏优优优化化化建建建模模模

稀疏优化模型是大数据背景下最优化领域中非常热门的模型工具与研究课题，它在过去

十年中井喷式发展，在很多领域已获得广泛应用。本节首先以光谱分析技术为例，阐述稀疏

优化模型的建模过程与原理，然后启发更多的高新技术应用，比如信号复原、基因调控网络

预测、推荐系统、视频监控等。

光光光谱谱谱分分分析析析光谱是复色光经过色散系统(如棱镜、光栅)分光后，被色散开的单色光按波长
大小依次排列的曲线。光谱是各种物质的“指纹”，不同物质的原子内部的电子运动情况不

同，它们所发射/吸收的光波也不同，从而会形成不同的特征光谱。光谱分析就是利用特征光

谱来鉴别物质以及确定它的组成成分和相对含量的定量方法。铷、铯、氦等新元素就是通过

光谱分析技术发现的。吸收光谱是一类典型的光谱(包括红外光谱、紫外光谱等)，它是光在
通过物质时，某些波长的光被物质吸收后产生的特征光谱。下文以吸收光谱分析为例，介绍

光谱分析技术的数学模型。

假设待测物质为纯净物，根据朗伯-比尔定律[23]，我们可建立出射光强度I(λ)与入射光
强度I0(λ)的关系：

I(λ) = I0(λ) e−xa(λ), (2.1)

其中λ是波长，a(λ)是待测纯净物的特征吸收光谱，x := ρL，ρ是待测纯净物的浓度，L是光
路长度。若待测物质含有多种有机物/无机物，根据吸光度的可加性，待测物质的光谱xa(λ)
可由这些物质的特征吸收光谱线性表示，即xa(λ) =

∑
j x ja j(λ)，其中x j 和a j(λ)分别为其组成

成分的浓度与特征吸收光谱。另外，考虑到光的散射会导致的出射光强度减小，我们可将光

谱噪音ϵ(λ)加入到模型中表示散射项(仪器误差等也计入ϵ(λ))。此时，朗伯-比尔定律(2.1)演
变为

I(λ) = I0(λ) e−
∑

j x ja j(λ)−ϵ(λ).

对上式两边取对数，则有

ln(I(λ)) = ln(I0(λ)) −
∑

j

x ja j(λ) − ϵ(λ).

入射光强度I0(λ)与出射光强度I(λ)均可由光谱仪观测，记b(λ) := ln(I0(λ)) − ln(I(λ))，则上式
演变为

b(λ) =
∑

j

x ja j(λ) + ϵ(λ), (2.2)
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也就是说，光谱仪观测所得的待测物质的光谱可以近似表示成其组成成分的特征光谱的线性

组合(权重为各组成成分的浓度)。所以，理想状况的光谱分析问题可以建模成在特征光谱的
标准数据库∗中变量选择来线性逼近光谱仪的观测光谱。

在实际应用中，光谱分析问题要更为复杂一些。一个常见的困难是波长偏移现象，即由

于机器测量误差，光谱仪观测的光谱的波长与标准光谱的波长相比，往往会有一些波长的

偏移。光谱仪测量的波长偏移通常是线性偏移的情形：ν j = p jλ + q j，p j ∈ {p1, ..., pt}，q j ∈
{q1, ..., qt}。图1描绘了几种常见有机物的紫外光谱图及其波长偏移可能。
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Figure 1: 横轴为波长，纵轴为强度。图中的红色曲线表示NIST提供的标准光谱，蓝色曲线表
示发生波长偏移现象的光谱。

由于波长偏移现象往往会造成整条光谱的强度产生系统性的误差，无法忽略不计；每次

测量的波长偏移也是未知的。所以，实际情况的光谱分析是分析待测物质的组成成分和相对

含量，并且同时预测波长偏移的距离。这样说来，实际情况的光谱分析问题应该建模成在标

准光谱及所有可能的波长偏移光谱的扩展数据库中变量选择来线性逼近光谱仪的观测光谱。

根据(2.2)，光谱分析问题可表示成如下的线性反问题

b = Ax + ε, (2.3)

其中b ∈ Rm 表示光谱仪观测所得的待测物质的光谱向量；A ∈ Rm×n 表示标准光谱及波长偏

移光谱的扩展数据库矩阵，某一列A j 表示一种有机物/无机物的标准光谱(或者波长偏移光
谱)；x ∈ Rn 表示各种组成成分的浓度，xi = 0说明不含有这种物质；ε ∈ Rm 表示光谱的散射

噪音与仪器误差。

就紫外/红外吸收光谱而言，通常需要考虑的有机物/无机物(可能的成分)大约有200 ∼
500种，光谱的波长偏移通常有4 ∼ 8种可能性，因而，可供变量选择的标准/偏移光谱数量
为n = 800 ∼ 4000。但是，光谱仪实际所观测的光谱通常只有m = 50 ∼ 300个样本点。所以，
光谱分析问题(2.3)是一个欠定的线性方程组(m ≪ n)，它是不适定问题，有无数个解。这使
得经典的方程组求解方法和线性拟合的最小二乘法不适用于光谱分析问题。我们进一步考虑

光谱分析的一个重要的结构特点：通常待测物质往往只有少量几种物质，大约2 ∼ 20种，这
相比变量选择的可能性800 ∼ 4000小很多。这就是光谱分析问题的稀疏性结构，即光谱分析
问题的解只有少量分量不为零，大部分分量都为零。从数学语言的角度，我们用符号ℓ0 范数

∗光谱的标准数据源于美国国家标准与技术局(NIST): http://webbook.nist.gov/chemistry/
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来刻画稀疏性结构，即∥x∥0定义为向量x的非零分量的个数：

∥x∥0 := card({i : xi , 0}).

因此，基于(2.3)，光谱分析问题可以建模成以系统误差为约束的稀疏度最小化模型：

min ∥x∥0
s.t. ∥Ax − b∥2 ≤ ϵ. (2.4)

此模型就是典型的稀疏优化模型。我们已经通过光谱分析技术为例，详细阐述了稀疏优化模

型的建模过程与原理。接下来，我们将启发更多的高新技术应用，简单介绍他们的稀疏表示

原理与建模，从而展示稀疏优化模型的广泛应用与价值。

信信信号号号复复复原原原/图图图像像像处处处理理理在信号/图像处理领域，一个主要的问题就是如何将连续信号(比如
图像)转化为离散的数字信号，以便计算机对其进行处理，然后将离散的数字信号复原为连
续信号。第一个过程称为采样，第二个过程称为信号处理，第三个过程为信号复原。信号复

原的传统方法是基于奈奎斯特采样定理[22]的信号采样技术。根据奈奎斯特采样定理，我们
可知当信号的频率小于采样频率的一半，便能够从采样数据中成功地恢复原本信号。但是，

这个方法需要大量的空间存储采样数据，这限制了高速信号处理与实时处理技术的发展。压

缩感知理论的诞生是信号复原技术的突破性进展，它建立了新的信号处理框架，能够利用极

少的采样数据来重建原信号，能够极大程度地降低了信号采集端的复杂度和存储空间。压缩

感知理论的核心思想和原理就是基于信号的稀疏表示理论：在很多应用领域，虽然一个信号

的数据很庞大，但是它往往都具有某些特征且特征数量远小于信号数据，所以这些特征就构

成了这个信号的稀疏表示，即一个普通信号能够在某个域变换下转变成稀疏(特征)信号。例
如，自然中的图像往往包含许多特征，但是对于一幅图像来说，往往只具有少数的主要特

征，这幅图像可以通过这些特征近似表示。具体地，一个图像Ψ在变换域D (比如Haar小波
基变换、快速傅里叶变换FFT、离散余弦变换DCT)下得到稀疏信号表示x = DΨ ∈ Rn。为了

便于传输和处理，我们将此稀疏信号与一个低维伪随机矩阵A ∈ Rm×n (m ≪ n)相乘得到观测
信号b = Ax ∈ Rm。这样，观测信号b就是图像信号Ψ的压缩数据，我们能够方便地对观测信
号b进行传输或处理。在信号传输或处理之后，压缩传感的信号复原技术就是首先从观测信
号b中恢复稀疏信号x，根据稀疏表示理论，这一过程可以通过稀疏优化建模实现：

min ∥x∥0
s.t. ∥Ax − b∥2 ≤ ϵ.

然后再通过变换域逆变换得到原始图像，即Ψ = D−1x。
基基基因因因调调调控控控网网网络络络基因调控网络是指细胞内(或基因组内)基因和基因之间的相互作用关系所

形成的网络。预测/研究基因调控网络能够帮助我们了解不同基因之间的调控关系以及它们

在生物进化过程中的功能，是生命科学与医学的重要议题。通常来说，细胞中所有的基因都

是在成百上千个转录因子(就是特殊功能的基因)的严格控制之下进行转录、翻译、表达等过
程，进而确保其拥有正确的细胞形态与有效的细胞功能。细胞内(或基因组内)所有的转录因
子与目标基因之间的调控关系(激活或抑制)就构成了一个巨大的基因调控网络[11]。

近年来高通量转录组测序技术(RNA sequencing)的兴起，使得人们能够在一次实验中
完成对组织细胞内所有的基因(包括转录因子)的表达进行量化统计。具体地，通过对m 个
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样品基因的表达的测序与量化，我们可以得到某目标基因在所有样品中的(对数化)表达向
量b ∈ Rm 与所有转录因子在所有样品中的(对数化)表达矩阵A ∈ Rm×n，其中bi 表示该目标基

因在样品i中的表达量的对数，Ai, j 表示是转录因子 j在样品i中的表达量的对数。当目标基
因被一个或多个转录因子调控时，目标基因在不同样本中的表达向量由调控该目标基因表达

的多个转录因子的表达向量近似线性表示，即

b = Ax + ε,

其中x ∈ Rn 表示各个转录因子的调控权重，刻画了转录因子与目标基因之间的调控关

系；ε ∈ Rm 表示测序技术的计算误差。xi 是转录因子i对该目标基因的调控强度，正数表示
该转录因子能够激活目标基因的表达，负数表示该转录因子能抑制目标基因的表达，等于零

则表示该转录因子不调控此基因的表达。基因调控网络预测问题就是预测转录因子对所有目

标基因的调控关系。基于物种的进化过程与生物系统的能耗最小原则，通常只有少量几个转

录因子会参与调控某个目标基因的转录翻译表达过程。因此，各个转录因子对每个目标基因

的调控向量具有稀疏性，进而基因调控网络预测问题可以建模成稀疏优化模型(2.4)。
推推推荐荐荐系系系统统统 推荐系统(Recommendation system)是用来预测用户对某件事物或商品的“评

级”或者“偏好”，近几年被广泛应用于电影、音乐、新闻、书籍、学术论文等产品领域。

我们生活中常见的购物/社交平台，比如淘宝、京东、亚马逊、优酷、推特页面等都应用了推

荐系统。我们以著名的Netflix问题为例，阐述推荐系统的数学模型原理。Netflix是美国的一
家电影租赁公司，他们收集了480189个用户对17770部电影的1亿个评分(点评率仅为1.2%)，
希望能够开发一套推荐系统，可以通过用户对少数电影的评分预测用户的电影喜好，进而为

用户推荐新的电影。如果推荐的电影越符合用户的喜好，就越能提高Netflix租赁电影的业务
量与消费者的信赖。为此，Netflix于2006年设立了壹百万美元的奖金用于悬赏能够最好地提
高该公司推荐系统准确度(即最准确地预测所有用户对所有电影的评分)的解决方法。这个比
赛也是推动推荐系统发展的关键事件之一。

矩阵填充(Matrix completion)模型[26]是Netflix推荐系统的数学表示模型。我们可构建评
分矩阵X ∈ R480189×17770，其中Xi, j 代表第i个用户对第 j部电影的评分。Netflix所提供的X 仅
是一个完成度为1.2%的不完全矩阵，推荐系统的任务就是要准确地填充X的每一个评分。为
此，我们还需要进一步考虑Netflix推荐系统的一个重要的结构特点：评分矩阵X 通常被认为
是低秩的！用户数量巨大，电影数目巨大，因此矩阵X 的维度也是巨大的；然而，影响用户
对影片喜好的主要因素的数目是有限的(意外因素可看作评分噪声)，如电影的题材、演员、
年代、导演、制作等，所以这个高维评分矩阵X 本质上是一个低秩矩阵。因此，Netflix推荐
系统可表示成低秩矩阵填充问题，从而建模成矩阵秩极小化模型：

min rank(X)
s.t. Xi, j = ri, j, ∀(i, j) ∈ Ω (2.5)

其中rank(X)表示矩阵X 的秩，ri, j 表示给定的用户-电影评分数据，Ω表示已评分的用户-电
影集合。秩极小化模型(2.5)与稀疏优化模型(2.4)的建模思想是异曲同工的。我们用σ(X)表
示矩阵X 的奇异值向量，根据矩阵理论的基本知识，我们可知∥σ(X)∥0 = rank(X)；(2.5)的约
束条件可以看做是一个线性方程组AX = R的特殊形式。所以，矩阵秩极小化模型(2.5)可以看
作奇异值向量的稀疏优化模型，是经典的稀疏结构建模的矩阵优化模型。
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视视视频频频监监监控控控近年来，随着计算机、图像处理、信号传输技术的快速发展，视频监控技术

也有了巨大的进步。视频背景提取技术是视频监控中的一项重要技术，它源自于电影和视频

产品的发展，比如在电影的制作中经常需要将在电影棚内拍摄片段中的演员合成到另一个环

境中，此时就需要视频背景提取技术将影片中的演员与背景分离开。同时，这项技术也促进

了计算机视觉的许多应用的发展，例如监视跟踪、动作感知等。随着电影制作要求的不断提

高与计算机视觉的发展，视频背景提取技术的要求也越来越高，这也促使了人们对视频背

景提取技术的深入研究与技术升级。稳健主成分分析(Robust Principal Component Analysis)模
型[32]是近年发展的视频背景提取技术主流研究方法之一，它的思想也是结合背景数据的低
秩性与移动物体数据的稀疏性建立模型。具体来说，对于一段时间内的视频，我们将其中的

每一帧画面编码成数据矩阵H 中的一个列向量，从而整段视频的所有画面数据就组成了矩
阵H。视频的每一帧画面可以看作两部分的组成：背景画面与移动物体，所以H 的每一个列
向量由背景画面数据与移动物体数据组成。背景画面通常是固定不动的(或者稳定移动)，每
一帧画面的背景画面数据(向量)往往都具有高度的相似性(或者相关性)，从而整段视频的背
景画面数据(矩阵)具有低秩性；移动物体通常只含有少量的物体，比如几辆汽车或者几个行
人，每一帧画面移动物体数据往往都具有高度的稀疏性，从而整段视频的移动物体数据(矩
阵)也具有稀疏性。所以，整段视频数据可以分解成一个低秩矩阵L和一个稀疏矩阵S 的和，
从而建模成稳健主成分分析(稀疏-低秩)模型

min rank(L) + µ∥S ∥0
s.t. H = L + S ,

其中µ > 0是用于平衡低秩和稀疏的参数，L是表示背景画面的低秩矩阵，S 是用于捕捉画面
中的移动物体的稀疏矩阵。

3 正正正则则则化化化方方方法法法

综上所述，在很多应用问题中，基础数据往往可以近似满足如下的线性系统

Ax = b + ε. (3.1)

其中A ∈ Rm×n 是由一组基函数A1, ..., An 组成的矩阵，b ∈ Rm 是观测值组成的向量，ε是实际

过程中所产生的观测误差向量。在大数据的背景下，很多应用问题的变量维度很高，然而实

验测得的样本数据是非常有限的(仪器或成本限定)。此时一般有m ≪ n，因此(3.1)是一个欠
定的线性方程组，它是高度病态的，有无数个解。在这个有限样本的高维变量选择问题中，

人们往往希望仅通过关注少量的主要因素得到系统的简单而有效的理解与刻画。系统拟合

的准确性通常用欧氏范数∥Ax − b∥2 来刻画，解(变量选择)的稀疏结构可以用∥x∥0 来度量。所
以，给定允许的观测误差ϵ，线性系统(3.1)的稀疏优化模型可表述为

min ∥x∥0
s.t. ∥Ax − b∥2 ≤ ϵ. (3.2)

由于ℓ0 范数是非凸且非光滑的函数，模型(3.2)非常难求解，这是一个NP难问题[20]。幸运
的是，求解问题(3.2)的近似局部解很容易。为了避免求解模型(3.2)的计算困难，学者提出
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ℓ2
ℓ1
ℓ1/2
ℓ1/3
ℓ0

Figure 2: 不同的ℓp范数的等高线

了它的ℓ1 松弛化模型(又称作Lasso[28]或者是基追踪[9])，并且成为解决稀疏优化模型的有效
工具。ℓ1 范数的定义是∥x∥1 :=

∑n
i=1 |xi|，它是ℓ0 范数的最优凸逼近。ℓ1 松弛化模型的思路是

用ℓ1范数代替ℓ0范数来刻画稀疏结构。因此，ℓ1松弛化模型可表述为

min ∥x∥1
s.t. ∥Ax − b∥2 ≤ ϵ. (3.3)

Emmanuel Candès与陶哲轩[7]、David Donoho[12]建立了稀疏优化模型(3.2)与ℓ1 松弛化模

型(3.3)之间的关系：在一些宽松的条件下，比如RIP(受限正交条件)或者NSP(零空间性质)，
模型(3.3)与(3.2)的解是一致的。

模型(3.2)与(3.3)都是约束优化模型，它们的大规模问题求解仍然存在较大的计算困难。
基于大规模计算的动机，正则化方法成为处理约束优化问题的一种常见方法，就是在目标函

数中施加一个正则(惩罚)项来度量解的某种结构，从而将稀疏优化模型转化为无约束的正则
化模型。例如，模型(3.2)与(3.3)的正则化模型分别是

min
x∈Rn

1
2
∥Ax − b∥2 + λ∥x∥0, (3.4)

min
x∈Rn

1
2
∥Ax − b∥2 + λ∥x∥1, (3.5)

其中λ 是用于平衡系统的准确性与解的稀疏性的正则化参数。ℓ0 正则化模型(3.4)的全局最
优解仍然是NP难问题；大量的实证研究表明ℓ1 正则化模型(3.5)的稀疏诱导性与稳健性都差
强人意，而且在实际应用问题中往往只能获取次优稀疏解(参见[8, 18, 33, 36])。更一般的，
对p > 0，ℓp范数的定义是

∥x∥p :=

 n∑
i=1

|xi|p
1/p

for each x ∈ Rn.

图(2)展示了不同的ℓp范数的等高线。如图(2)所示，我们注意到ℓp范数的函数近似关系为

lim
p→0+
∥x∥pp = ∥x∥0 for each x ∈ Rn.
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也就是说，较之ℓ1 范数，ℓp 范数(0 < p < 1)是稀疏结构的更佳刻画。由此启发，徐宗本院
士[33]提出了ℓ1/2正则化模型，即

min
x∈Rn

1
2
∥Ax − b∥2 + λ∥x∥1/21/2. (3.6)

图3展示了ℓp 正则化模型的稀疏诱导性原理，由图可见，ℓ1、ℓ1/2 与ℓ0 正则化模型都能够诱

导得到稀疏解，而经典的ℓ2 正则化模型无法诱导解的稀疏解。文献[8, 18, 24, 33]均表明，较
之ℓ0 与ℓ1 正则化模型，ℓ1/2 正则化模型(3.6)在理论性质与数值性能两方面取得了较好的权衡
与改进。ℓ1/2 正则化模型(3.6)能够提升稀疏还原性，使用更少的样本量得到更稀疏的解[8]，
在稀疏信号重建中对噪声也具有更强的稳健性[33]，在基因组学数据分析中能够预测出更具
有生物意义的基因调控网络[18, 24]。接下来两节内容将主要阐述正则化模型的稳定性理论和
快速计算方法。

(a) ℓ2 正则化 (b) ℓ1 正则化 (c) ℓ1/2 正则化 (d) ℓ0 正则化

Figure 3: ℓp 范数的稀疏诱导性。红色曲线表示ℓp 范数的等高线，彩色曲线族表示目标函数的

等高线族。ℓp正则化模型的最优点在两族等高线相切处取得。

4 稳稳稳定定定性性性理理理论论论

在最优化与工程应用领域中，最小二乘法是线性拟合(回归)模型(3.1)的经典方法。最小
二乘法的效用通常需要矩阵A⊤A的正定性前提假设，即

min
x∈Rn

∥Ax∥
∥x∥ > 0. (4.1)

但是，在高维的情况下(m ≪ n)，最小二乘法往往是失效的。因为，在这种情况下，矩阵A⊤A
是严重退化的，线性系统(3.1)是严重病态的，它有无数个解。为了克服高维数据拟合的困
难，学者提出了稀疏表示理论，并在多个工程应用领域中取得了巨大的成功。稀疏表示理论

中的著名模型是ℓ1 约束优化模型(3.3)，它在较为宽松的受限正交条件(RIP)假设下具有良好
的理论性质与应用表现。RIP是稀疏表示理论中一个著名的假设条件，它由数学家Emmanuel
Candès与陶哲轩[7]提出。

Definition 4.1. 令A ∈ Rm×n，s + t ≤ n。
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(i) A的s -受限等距常数的定义为

η(s) := min
{
η : (1 − η)∥xJ∥2 ≤ ∥AxJ∥2 ≤ (1 + η)∥xJ∥2,∀x ∈ Rn, |J| ≤ s

}
.

(ii) A的(s, t) -受限正交常数的定义为

θ(s, t) := min
{
θ : |⟨AxJ , AxT ⟩| ≤ θ∥xJ∥ · ∥xT ∥,∀x ∈ Rn, |J| ≤ s, |T | ≤ t,J ∩ T = ∅} .

Emmanuel Candès与陶哲轩[7]在RIP条件假设下建立了ℓ1 约束优化模型(3.3)与稀疏优化模
型(3.2)的等价性。这奠定了稀疏表示理论的理论基石。

Theorem 4.1 ([7,定理1.3]). 令ϵ = 0，记x̄为稀疏优化模型(3.2)的最优解。假设∥x̄∥0 ≤ s，且

η(s) + θ(s, s) + θ(s, 2s) < 1†,

那么，x̄是ℓ1约束优化模型(3.3)的唯一最优解。

稀疏优化与机器学习的领域中最常见的模型是正则化模型。一般的正则化模型可表述为

min
x∈Rn

Loss(x) + λPen(x), (4.2)

其中Loss(·)是损失函数(loss function)，刻画系统或数据的拟合程度，Pen(·)是罚函数(penalty
function)，度量解的(结构)规则性。适当的罚函数的引入，往往能够有效避免机器学习中的
过拟合现象，提高模型的稳定性和泛化性能。显然，模型(3.4)-(3.6)是模型(4.2)的特例。正则
化模型(4.2)的准确性和稳定性通常由Oracle性质和ℓ2 相容性来刻画。Oracle性质是正则化模
型的一种重要统计性质，确保模型能够在先验条件的假设下成功预测出真实模型；ℓ2 相容性

是估计出正则化模型与真实模型的解的误差上界，从而确保正则化模型的准确性与稳定性。

在稀疏优化模型中，稀疏特征值条件(SEC)是一个基本的假设条件，即假设A⊤A的2s -稀
疏最小特征值是正的：

ϕmin(2s) := min
∥x∥0≤2s

∥Ax∥
∥x∥ > 0. (4.3)

这也就是说A的任意2s × 2s维子矩阵的最小特征值是正的。SEC是比(4.1)更弱的一个假设，
也被认为是稀疏优化模型能够起效用的最起码(必要)的条件。事实上，如果SEC满足，那么
线性系统Ax = b 的稀疏度为s 的解是唯一的；否则，我们可假设x̂ 和x̄ 是线性系统Ax = b
的稀疏度为s 的两个不同的解(即，Ax̂ = Ax̄ 且∥x̂∥0 = ∥x̄∥0 = s)，那么x := x̂ − x̄ 满足Ax = 0
且∥x∥0 ≤ 2s，从而有ϕmin(2s) = 0。这与(4.3)矛盾。因此，如果SEC不满足，那么无法从带噪
音的观测值中恢复真实的稀疏解。

然而，只有SEC是不充分的，需要更进一步的规则性条件才能保证正则化模型的良好理
论性质与成果应用。Bickel[4]提出了受限特征值条件(REC)来研究ℓ1 正则化模型的Oracle性
质和ℓ2 相容性，胡耀华等[18]推广了低阶REC并用以研究低阶正则化模型的Oracle性质和ℓ2

†受限正交条件(RIP)就是指这个不等式成立。文献[26]指明，大多数独立随机矩阵都高概率地满足RIP条件。
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相容性。记x̄与x∗ℓ 分别为稀疏优化模型(3.2)与ℓp 正则化模型的最优解，支撑集S := supp(x̄)。
模型的误差∆ := x∗ℓ − x̄通常满足如下性质：

∥∆Sc∥p ≤ ∥∆S∥p.

基于上述性质，REC就是要求在此限制集上满足一定的正定性质，即将(4.3)的最小化限制在
上式的限制集合上，同时分母改为x的一个子向量的ℓ2 范数。给定x ∈ Rn 和I ⊆ {1, . . . , n}，
我们用I(x; t)表示x在Ic (I的补集)中绝对值最大的前t个的指标集合。

Definition 4.2. 令A ∈ Rm×n，s + t ≤ n，0 ≤ p ≤ 1。A的p -受限特征值常数的定义为

ϕp(s, t) := min
{
∥Ax∥
∥xT ∥

: |I| ≤ s, ∥xIc∥p ≤ ∥xI∥p,T = I(x; t) ∪ I
}
.

受限特征值条件(REC)‡是比SEC 和RIP 都弱的一类规则性条件。显然，ϕmin(2s) =
ϕ0(s, s)，所以

SEC ⇔ ϕ0(s, s) > 0.

Proposition 4.1 ([4], RIP⇒ REC).

[η(t) + θ(s, t) + θ(t, s + t) < 1] ⇒ [ϕ1(s, t) > 0].

(a) REC (b) 1/2-REC (c) 0-REC

Figure 4: REC的几何解释：图中的灰色区域(锥)表示REC的受限集合，REC成立当且仅当A的
零空间与灰色区域不相交。

图4展示了REC的几何意义。由于REC对应的目标函数是齐次的，REC成立当且仅当A的
零空间与受限集合不相交。如图1所示，我们可知

1-REC ⇒ 1/2-REC ⇒ 0-REC.

以下命题严格地给出了REC之间的关系：p越小，p -REC越弱。

Proposition 4.2 ([18,命题5]). 对于任意的0 ≤ q ≤ p ≤ 1，以下关系成立

[ϕp(s, t) > 0] ⇒ [ϕq(s, t) > 0].

‡p -REC就是指ϕp(s, t) > 0。文献[25]指明，大多数相关(或独立)随机矩阵都高概率地满足REC条件。
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综上所述，我们总结稀疏表示理论中规则性条件的关系如下：

RIP ⇒ REC ⇒ p-REC ⇒ 0-REC ⇔ SEC. (4.4)

最后，我们在REC条件下估计正则化模型的Oracle不等式和ℓ2 相容性，从而建立展示正则化

模型的稳定性理论。

Theorem 4.2 ([16, 引理2.1与推论2.1]). 记x̄ 与x∗ 分别为稀疏优化模型(3.2)与ℓ1 正则化模

型(3.5)的最优解，S := supp(x̄)，s := ∥x̄∥0。假设

ϕ1(s, s) > 0.

那么，ℓ1正则化模型(3.5)的Oracle性质与ℓ2相容性成立：

∥Ax∗ − b∥2 + λ∥x∗Sc∥1 ≤ sλ2ϕ−2
1 (s, s), (4.5)

∥x∗ − x̄∥2 ≤ 2sλ2ϕ−4
1 (s, s). (4.6)

在REC前提假设下，上述定理中的Oracle性质(4.5)估计了ℓ1 正则化模型的解在像空间(观
测值)上的残差与错误预测(Sc 上)的惩罚值的和的上界；ℓ2 相容性(4.6)估计了ℓ1 正则化模型

与稀疏优化模型的解的误差界，即：

∥x∗(ℓ1) − x̄∥2 = O(λ2s).

Theorem 4.3 ([18,命题8与定理9]). 记x̄与x∗ 分别为稀疏优化模型(3.2)与ℓ0 正则化模型(3.4)的
最优解，S := supp(x̄)，s := ∥x̄∥0。假设

ϕ0(s, s) > 0.

那么，ℓ0正则化模型(3.4)的Oracle性质与ℓ2相容性成立：

∥Ax∗ − b∥2 + λ∥x∗Sc∥1 ≤ sλϕ−1
0 (s, s),

∥x∗ − x̄∥2 ≤ 2sλϕ−2
0 (s, s).

Theorem 4.4 ([18,命题8与定理9]). 记x̄与x∗分别为稀疏优化模型(3.2)与ℓ1/2正则化模型(3.6)的
最优解，S := supp(x̄)，s := ∥x̄∥0。假设

ϕ1/2(s, s) > 0.

那么，ℓ1/2正则化模型(3.6)的Oracle性质与ℓ2相容性成立：

∥Ax∗ − b∥2 + λ∥x∗Sc∥1/21/2 ≤ sλ4/3ϕ−2/3
1/2 (s, s),

∥x∗ − x̄∥2 ≤ 2sλ4/3ϕ−8/3
1/2 (s, s).

定理4.3与4.4分别在更弱的条件下，即0-REC(即SEC)或1/2 -REC，分别建立了ℓ0 正则化

模型和ℓ1/2正则化模型的模型误差界，即：

∥x∗(ℓ0) − x̄∥2 = O(λs), ∥x∗(ℓ1/2) − x̄∥2 = O(λ4/3s).

根据规则性条件的关系(4.4)以及文献[25]，我们可知ℓ0 正则化模型和ℓ1/2 正则化模型具有更

好的稳定性，适用于更多类型的线性系统或数据拟合，也适用于更广泛的实际应用问题。
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5 计计计算算算方方方法法法

鉴于稀疏优化模型的广泛应用，在过去的二十年中，诸多国内外学者提出并研究了稀疏

优化模型/正则化模型的许多先进计算方法。本节我们主要介绍两类流行的算法：贪婪算法与

一阶迭代算法。

5.1 贪贪贪婪婪婪算算算法法法

贪婪算法的思想是通过最小化线性系统的残差来一步步构造近似解或者解的支撑集。它

们的主要优点是简单、易于理解且快速方便；它们的常见缺陷是对噪声和高维非线性模型的

影响较为敏感。目前比较流行的贪婪算法有OMP[29]、CoSaMP[21]、Foba[36]、Lar[13]。
OMP正交匹配追踪算法(OMP)是一个用于逼近问题(3.2)的近似解的最基本的前向贪婪

算法，它是由Tropp[29]提出来用于恢复基于少量含噪线性样本的高维稀疏信号。OMP的思
想是：逐步选择与当前残差最匹配的A的某一列，在每次迭代步中都获得最显著的更新，从
而选取线性系统的稀疏表示。OMP的迭代过程为

rk = b − Axk−1, (5.1)

Sk = Sk−1 ∪ arg max
i<Sk−1

|⟨Ai, rk⟩|, (5.2)

xk = arg min
x
{∥Ax − b∥ : supp(x) ⊆ Sk}. (5.3)

迭代步(5.1)计算当前迭代点的观测残差rk，迭代步(5.2)添加与残差rk 相关性最高的A的列指
标到支撑集Sk 中，迭代步(5.3)采用最小二乘法在新的支撑集Sk 中更新解的估计，其解析表

达式为(xk)Sk = (A⊤Sk ASk )−1A⊤Sk b。因此，OMP的主要优点是算法思想简单易懂，迭代过程均具
有显式表达，计算快速方便。而且，由于算法参数中限定了解的稀疏性，可以有效避免出现

“过拟合”现象。由于OMP中支撑集supp(xk)的元素只增不减，它的缺点是无法有效纠正迭
代过程中出现的错误指标。文献[6]证明了在MIP条件§假设下，OMP能够高概率地准确恢复
信号的支撑集。

CoSaMP压缩采样匹配追踪(CoSaMP)算法是由Needell与Tropp[21]提出的一个OMP的改
进算法，具有比OMP更好的数值表现。CoSaMP的思想是结合OMP思想与采样技巧，在每次
迭代中，将一些随机样本加入到选定的支撑集中，并采用最小二乘法对所选支撑集进行解的

估计。CoSaMP的迭代过程为

rk = b − Axk−1,

y = A⊤rk,

T = supp(xk−1) ∪ supp([y]2s), (5.4)

z = arg min
x

{∥Ax − b∥ : supp(x) ⊆ T }
, (5.5)

xk = [z]s, (5.6)

§MIP是比RIP更强的假设条件
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其中[z]s := arg min{∥x − z∥ : ∥x∥0 ≤ s} 表示向量z 的最佳s 近似。迭代步(5.4)在supp(xk−1) 中
汇入2s 个样本得到新的支撑集T (它始终不超过3s 个元素)，迭代步(5.5)采用最小二乘法在
支撑集T 中更新解的估计，迭代步(5.6)仅保留最大的s个分量进而限制支撑集supp(xk)不超
过s个元素。OMP每次只添加一个指标至支撑集supp(xk)中，与之不同的是，CoSaMP的支撑
集supp(xk)是从T 中选择更新的，从而具有支撑集自我矫正功能。因此，CoSaMP不仅继承
了OMP的简单快速方便的优点，而且弥补了OMP 的矫正能力不足的缺点，享有比OMP 更
强的理论保障。文献[21]证明了在RIP条件假设下，CoSaMP收敛到问题(3.2)的一个近似稀疏
解。

Foba弥补前向贪婪算法的矫正能力的另一种方法是后向贪婪算法。后向贪婪算法的思
想是：用所有的指标来做最小二乘拟合，在每次迭代中的当前指标集内删去一个使拟合误差

增加最小的指标。后向贪婪算法能够有效克服前向贪婪算法的矫正能力不足的缺点，但是，

它从完全指标集开始依次拟合，计算量过大，难以实现。结合前向贪婪算法和后向贪婪算法

的思想，张潼[36]提出了前向后向自适应贪婪算法(FoBa)。FoBa执行前向贪婪步骤OMP来添
加新的支撑指标，并采用后向贪婪步骤来删去之前的前向贪婪搜索的错误指标。FoBa的迭代
过程为

依次执行(5.1), (5.2), (5.3), (5.7)

δk = ∥Axk−1 − b∥2 − ∥Axk − b∥2,
jk = arg min

j∈Sk
∥Axk

[ j] − b∥2, (5.8)

δ′ = ∥Axk
[ jk] − b∥2 − ∥Axk − b∥2, (5.9)

if δ′ ≤ 1
2
δk, (5.10)

Sk = Sk \ { jk}, (5.11)

xk = arg min
x
{∥Ax − b∥ : supp(x) ⊆ Sk}, (5.12)

end

其中x[ j] := (x1, . . . , x j−1, 0, x j+1, . . . , xn)⊤，即x j 变为0，其他分量保持不变。迭代步(5.7)执行前
向贪婪步骤OMP来添加新的支撑指标，迭代步(5.8)-(5.12)采用后向贪婪步骤来删去之前的前
向贪婪搜索的错误指标。(5.10)表示自适应的规则：当后向贪婪步骤的拟合损失的增加没有
超过之前前向贪婪步骤的拟合误差减少的一半时，我们采纳后向贪婪步骤删去错误指标。此

自适应原则能够确保删去前向贪婪步骤所选择的错误指标，同时避免消除前向贪婪步骤所搜

索的正确指标。FoBa避免了前向贪婪算法和后向贪婪算法的主要缺陷，并且分别继承了他
们的简单快速方便、自我矫正功能的优点。文献[36]证明了，在RIP或者SEC(稀疏特征值条
件)的假设下，FoBa能够高概率地收敛到问题(3.2)的稀疏解，并且还推导了Oracle不等式来展
示FoBa的变量选择和预测准确度。文献[18, 36]中的数值实验表明FoBa比OMP、CoSaMP表现
更出色。

5.2 一一一阶阶阶迭迭迭代代代算算算法法法

目前，稀疏优化与机器学习领域中比较热门的正则化模型(包括(3.4)-(3.6))都具有特定的
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结构，比如损失函数和罚函数的可加形式，罚函数的可分离性。利用这些特定的结构，很多

国内外学者提出和研究了多种稀疏优化与机器学习的著名算法。其中，一阶迭代算法凭借其

思想简单、计算快捷、存储低和效率高等优点，已经成为稀疏优化与机器学习领域中最实

用、最广泛应用的优化算法。在本小节中，我们将介绍稀疏优化模型的几种典型的一阶迭代

方法。

5.2.1 ℓ1正正正则则则化化化模模模型型型

ℓ1 正则化模型(3.5)是稀疏优化模型(3.2)的最佳凸逼近。它已经吸引了诸多国内外学者与
工程师的关注，并且成为最有效的稀疏优化工具之一。鉴于ℓ1 正则化模型是一个凸优化模

型，多种经典的一阶迭代凸优化算法被应用于寻求模型(3.5)的全局最优解。我们将介绍求
解ℓ1正则化模型(3.5)的三种主流的一阶迭代算法：ISTA、ADMM和SPGL1。

ISTA迭代软型阈值算法(ISTA)是由Daubechies[10]提出来求解ℓ1正则化问题(3.5)。ISTA的
原理是：在每次迭代中，先后对损失函数执行梯度下降运算，对罚函数执行软型阈值运

算。ISTA的迭代过程为
xk+1 = Svλ(xk − vA⊤(Axk − b)).

这里，软型阈值算子的定义是

Sτ(x) := sign(x) ⊙ (|x| − τ)+ for each x ∈ Rn, (5.13)

其中，sign(·) 表示符号函数，⊙ 表示向量相应分量的乘积。由于梯度下降和软型阈值
运算都是显式表达，ISTA具有计算成本低与存储需求低等优点，因而得到诸多学者的
关注与研究。此外，Beck和Teboulle[3]提出了一种加速版的ISTA(FISTA)。文献[10, 3] 证明
了ISTA和FISTA收敛到模型(3.5)的全局最优解；在FBI或者SSP的假设条件下，文献[35, 27]证
明了ISTA和FISTA的线性收敛速度。

ADMM 交替方向乘子算法(ADMM)是由杨俊峰与张寅[34]提出来求解ℓ1 正则化模

型(3.5)。显然，模型(3.5)可等价表述为

min ∥x∥1 + 1
2λ∥r∥2

s.t. Ax + r = b.

该模型的增广拉格朗日函数为

L(x, r) := ∥x∥1 +
1

2λ
∥r∥2 − y⊤(Ax + r − b) +

β

2
∥Ax + r − b∥2.

ADMM的思想是应用Gauss-Seidel方法来求解增广拉格朗日函数的最小化问题。运用Gauss-
Seidel方法和ISTA的近似计算，ADMM利用由投影梯度下降步、软型阈值算子(5.13)和乘子
更新准则组成的解析公式，来计算增广拉格朗日函数的最小值。ADMM的迭代过程为

rk+1 =
λ

1 + λβ

(
yk − β(Axk − b)

)
,

xk+1 = Sτ/β
(
xk − τA⊤(Axk + rk+1 − b − yk/β)

)
,

yk+1 = yk − γβ(Axk+1 + rk+1 − b).
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文献[34]证明了ADMM收敛到模型(3.5)的全局最优解；在强凸性或者误差界的条件假设下，
文献[17, 19]证明了ADMM的线性收敛速度。

SPGL1谱投影梯度算法(SPGL1)是van den Berg和Friedlander[30]提出了求解ℓ1 约束优化

模型(3.3)。SPGL1本质上是选用Barzilai-Borwein谱步长[2]的投影梯度算法，即在每次迭代
中，首先采用Barzilai-Borwein搜索步长的梯度下降步骤，然后将迭代点投影到ℓ1 模的球

上。SPGL1的迭代过程为

xk+1 = Pτ(xk − vkA⊤(Axk − b)), (5.14)

∆x = xk+1 − xk, ∆g = A⊤A(xk+1 − xk),

if ⟨∆x,∆g⟩ ≤ 0, (5.15)

vk+1 = vmax, (5.16)

else (5.17)

vk+1 = min{vmax,max{vmin, ∥∆x∥2/⟨∆x,∆g⟩}}. (5.18)

end

其中，vmax > vmin > 0是设置的步长选择的上下界，Pτ(·)表示到{x : ∥x∥1 ≤ τ}的投影。迭代
步(5.14)执行投影梯度步骤，文献[30]指出Pτ(·)可以通过软型阈值算子(5.13)解析表示。迭代
步(5.15)-(5.18)计算Barzilai-Borwein谱步长，诸多研究显示Barzilai-Borwein谱步长的投影梯度
法在实际应用中的效果非常好。因此，SPGL1具有计算成本低与求解效率高等优点。此外，
文献[30]指明SGPL1具有O(nlogn)的计算复杂度，并且收敛到问题(3.3)的全局最优解。

5.2.2 低低低阶阶阶正正正则则则化化化模模模型型型

由于算法设计方便和成功的应用经验等因素，ℓ1 正则化方法在学术界与业界大受欢迎。

然而，在实际应用中，ℓ1 正则化方法尚存在某些不足。比如，ℓ1 正则化模型(3.5)得到的解的
稀疏性远不及真实解；在压缩传感问题中，ℓ1 正则化模型无法在仅有极少数的测量样本的情

况下恢复原信号或图像；在很多实际应用中，ℓ1 正则化模型常常只能得到次优稀疏解；详见

文献[8, 33, 36]。
最近，低阶正则化方法被提出来以克服ℓ1 正则化方法的这些缺点，并吸引了大批学者的

关注与研究。例如，[8, 18]指出ℓp (0 < p < 1)正则化模型可以在更弱的RIP或者REC条件下就
保证良好的恢复性或者Oracle性质；[33]指出ℓ1/2 正则化模型具有更强的稀疏诱导能力，且能

够从极少数的测量样本中得到准确的稀疏解；[18, 24]表明ℓ0 和ℓ1/2 正则化方法可以更有效地

从老鼠胚胎干细胞的基因表达数据中推断出可靠的基因调控网络。然而，由于低阶正则化模

型是非凸非光滑的，设计求解它的有效算法解比ℓ1 正则化模型具有更大的挑战与困难。在本

节中，我们介绍/推广之前所提及的ISTA，来解决ℓ0和ℓ1/2正则化模型。

ITA-Hard基于ISTA的思想，Blumensath[5]提出了求解ℓ0 正则化模型(3.4)的迭代硬型阈
值算法(ITA-Hard)。与ISTA类似，ITA-Hard的原理是：在每次迭代中，先后对损失函数执
行梯度下降运算，对罚函数执行硬型阈值运算(替代了ISTA中的软型阈值算子(5.13))。ITA-
Hard的迭代过程为

xk+1 = Zλ,v(xk − vA⊤(Axk − b)).
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这里，硬型阈值算子的定义是

Zλ,v(x) =

x, |x| >
√

2vλ,
0, |x| ≤

√
2vλ,

for each x ∈ Rn.

ITA-Hard算法继承了ISTA公式简洁和快速实现等优点。文献[5]证明了ITA-Hard线性收敛到模
型(3.4)的局部最优解。

ITA-Half 徐宗本院士[33]提出了解决ℓ1/2 正则化模型(3.6)的半型阈值迭代算法(ITA-
Half)。与ISTA唯一不同的是，ITA-Half用半型阈值算子代替了ISTA中的软型阈值算子。ITA-
Half的迭代过程为

xk+1 = Hλ,v(xk − vA⊤(Axk − b)).

这里，半型阈值算子的定义是

Hλ,v(x) =


16|x|3/2 cos3

(
π
3−

ψ(x)
3

)
3
√

3vλ+16|x|3/2 cos3
(
π
3−

ψ(x)
3

) x, |x| > 3
2 (vλ)2/3,

0, |x| ≤ 3
2 (vλ)2/3,

其中

ψ(x) = arccos

vλ
4

(
3
|x|

)3/2 .
文献[33]研究了ITA-Half的全局收敛性，文献[18]证明了ITA-Half线性收敛于模型(3.6)的一个
局部最优解。

我们对于光谱分析问题进行了数值模拟实验，以显示这些稀疏优化算法的实际应用效

果。图5展示了不同算法对于光谱分析实验的分析结果。如图5所示，稀疏优化模型/算法都能
够快速有效地预测出待测物质的真实组成成分与含量(算法运行时间约为0.01秒)。
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Figure 5: 光谱分析模拟实验的分析结果。红色表示待测物质的真实组成成分与含量，蓝色表
示不同算法预测的结果。

我们还通过大量的模拟实验来分析这些稀疏优化算法的稳定性。如图6所示，这些稀疏
优化算法在计算效率和鲁棒性能方面都具有较好的表现，对于解的不同的稀疏情况，都能具

有较高的成功还原率。
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Figure 6: 500次模拟实验的稳定性分析。横轴表示解的稀疏性水平，纵轴表示不同算法的成
功还原率。

6 结结结论论论

稀疏优化模型是目前最优化领域中非常热门的研究前沿课题，在压缩感知、图像处理、

机器学习、统计建模等领域都获得了成功的应用。本文对稀疏优化模型做了简单的介绍和总

结，以便读者对此模型有个清晰的认知。我们以光谱分析、信号复原、推荐系统等实际应用

问题为例，阐述了稀疏优化模型的建模过程与核心思想。我们介绍了稀疏优化模型常见的求

解方法――正则化方法，并详述了正则化模型的稳定性理论以及先进的数值算法。稳定性理

论表示对于大多数独立/相关随机矩阵，正则化模型都能够在先验条件的假设下成功预测出

真实模型，并且确保解的准确性。数值模拟实验表明这些数值算法都具有较好的实际应用效

果、计算效率与鲁棒性能。稀疏优化模型与正则化方法将在大数据时代中更多的实际应用领

域发挥更显著的计算优势与应用价值。

为了便于读者的阅读与理解，我们在这里抛砖引玉，主要介绍高维线性系统的稀疏优化

模型与正则化方法。然而，大多数实际应用问题都是非线性问题，现今的前沿研究也延拓到

非线性损失函数的稀疏优化模型，罚函数也延拓到更多的具体结构：比如非负结构、组稀疏

结构等。读者不能死套公式，需要根据自己所研究的实际问题，深入理解问题的机理与结

构，构造适当的损失函数和罚函数，从而建立数学模型(4.2)。
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